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概要
代数曲面において様々な研究がされている有理曲面の 1 つに Del
Pezzo 曲面がある．本論文は，Manin [3] を中心にまとめた Del Pezzo
曲面に関する総合報告である．具体的には，Del Pezzo曲面の性質や構
成の方法，標数 0の代数閉体上に限るが，P3内のすべての 3次曲面が
次数 3の Del Pezzo曲面であることをCastelnouvoの有理性判定条件を
用いて証明する．
1 Del Pezzo曲面
kを代数閉体，V を非特異射影代数曲面とする．以下，非特異射影代数曲面を単
に曲面と呼ぶ．
定義 1.1. V の関数体 k(V )が k上の純超越拡大体であるとき，V を有理的である
という．
定義 1.2. V を有理曲面とする．V の反標準層 ω 1V が豊富であるとき，V を Del
Pezzo曲面とよぶ．
この Del Pezzo曲面の定義は，Manin [3]による定義である．
V を Del Pezzo曲面とする．V の次数 d を自己交叉数 d = (ωV : ωV )によって定
義する．
定理 1.3. V を次数 d の Del Pezzo曲面とする．このとき，15 d 5 9が成り立つ．
証明. 仮定より ω 1V が豊富なので，中井の豊富性判定条件から d = (ωV : ωV ) =
(ω 1V : ω
 1
V )= 1が成り立つ．一方，有理写像 ι : V ,! PN が閉埋め込みなので ι :
Pic(PN)! Pic(V) を得る．ただし，N は ω 1V から構成される完備線形系の次元
とする．よって，1 5 rkPic(V) が成り立つ．有理写像の分解定理より rkPic(V)+
(ωV:ωV) = 10が成り立つので，d 5 9を得る．
以下，どの 3点も同一直線上に存在せず，どの 6点も同じ 2次曲線上に存在し
ないことを一般の位置にある点とよぶ．
1
定理 1.4. V を次数 d の Del Pezzo曲面とする．このとき，次が成り立つ．
(1) d = 9ならば V = P2 である．
(2) d = 8ならば V = P1P1 または 1点ブローアップ f : V ! P2 である．
(3) 15 d 5 7ならば (9 d)点ブローアップ f : V ! P2である．ただし，(9 d)
点は一般の位置にある点である．
定理 1.4の逆が成り立つ．
定理 1.5 (定理 1.4の逆). 35 d 5 8とする．P2 上の一般の位置にある (9 d)点に
おけるブローアップ f : V ! P2 から得られる代数曲面 V は d 次 Del Pezzo曲面で
ある．さらに，Φ : V ,! P9 d により V は次数 (9 d)の曲面として埋め込まれる．
2 P3上の非特異射影 3次曲面
本節では，代数閉体 k の標数を 0とする．以下，非特異射影 3次曲面を単に 3
次曲面とよぶ．
定理 2.1. P3 上のすべての 3次曲面はDel Pezzo曲面である．
本節の目標は，定理 2.1を示すことである．定理 2.1は，次にあげる定理により
示される．
定理 2.2. V を P3 上の 3次曲面とする．このとき，次が成り立つ．
(1) V の反標準層 ω 1V は豊富である．
(2) V は有理的である．
まず，ω 1V は豊富であることを証明する．
ω 1V は豊富であることの証明. 　
V は P3内の 3次曲面なので，OP3(V )=OP3(3)であり，ωP3 =OP3( 4)である．
よって，
ωV = ωP3 
OP3 OP3(V )
= OP3( 4)
OP3 OP3(3)
= OP3( 1)
となり，ω 1V = OP3(1)を得る．したがって，ω 1V は豊富な反標準層である．
次に，V の有理性を証明するために，次の言葉を用意する．
2
定義 2.3. 曲面 V が単有理的であるとは，有理曲面 V 0 が存在し， f : V 0 ! V が双
有理写像であることで定義する．
P3 上の 3次曲面V が有理的であることは，次にあげる定理によって示せる．
定理 2.4. V を 2次元以上の P3 上の 3次超曲面と仮定する．このとき，V は単有
理的曲面である．
定理 2.5. V を曲面とする．このとき，V が単有理的ならば V は有理的である．
V が有理的であることの証明. 　
P3 上の 3 次曲面 V に対して，定理 2.4 より V は単有理的である．また，定理
2.5より単有理的曲面 V は有理的である．したがって，P3上の 3次曲面は有理的
である．
以下，定理 2.5を証明するが，この証明は Serre [5]による．そのために，記号
を準備する．
V を有理曲面とし，V の有理関数体 k(V )上の元 f の主因子を ( f )であらわす．
Dを V 上の因子に対して，次の記号を使う；
L(D) := f f 2 k(V ) j ( f )= Dg．
`(D) := dimL(D)．
Pn(V ) := `(nKV ) : n重種数．
pa(D) := h1(D;OD)+h2(D;OD)：算術種数 :
定理 2.6. V;V 0を曲面とし， f : V !V 0有理写像とする．このとき，Pn(V )= Pn(V 0)
が成り立つ．
系 2.7. 任意の正の整数 nに対して，Pn は双有理不変量である．
証明. 双有理写像 f : V !V 0に対し，逆像 f 1 : V 0!V も双有理写像である．ゆえ
に，f 1に対して，定理 2.6よりPn(V 0)= Pn(V )が成り立つ．したがって，Pn(V 0) =
Pn(V )を得るので，Pn は双有理不変量である．
命題 2.8. pa は双有理不変量である．
双有理不変量 P2 と pa を用いて，曲面が有理的であるための必要十分条件を与
える．
定理 2.9 (Castelnuovoの有理性判定条件). 代数閉体 kの標数を 0とする．V が有理
的であるための必要十分条件は P2 = 0かつ pa = 0が成り立つことである．
3
証明は，小平，Serreによる ([5])．証明の概要は，V の標準因子 KV の自己交叉
数 (K2V )について，(K2V ) = 0，(K2V )< 0，(K2V )> 0の場合に分けて示している．
Castelnouvoの有理性判定条件は，Zariskiが (K2V )> 0の場合を証明したことに
より正標数に拡張された ([6]，[7])．さらに，その証明は Langが証明を簡略化し
た ([2])．
定理 2.9を用いて，定理 2.5を証明する．
定理 2.5の証明. V を単有理的であるとすると，有理曲面V 0が存在し，双有理写像
f : V 0!V が成り立つする．この f について，定理 2.6より任意の正の整数 nに対
して，Pn(V 0)= Pn(V )が成り立つ．特に，n= 2に対して，定理 2.9よりP2(V 0) = 0
が成り立つ．よって，P2(V ) = 0となり，再び定理 2.9からV は有理曲面である．
以上より定理 1.4と定理 1.5から P3 上の 3次曲面について，次の結果を得る．
系 2.10. P3 上の任意の 3次曲面 V に対して，次が成り立つ．
(1) f : V ! P2 ： 6点のブローアップ
(2) V ：次数 3の Del Pezzo曲面
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